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Es wird gezeigt, dal~ zwisehen der P" und pq-N~herung yon Tefl I dieser Arbeit und der 
Approximation fiir Potentialfii~chen mehratomiger Systeme, die in den Fortsetzungen II  und 
I I I  behandelt wurde, ein Zusammenhang besteht. Dieser erlaubt, die p- und pq-Darstellungen 
zu verbessern und gewisse Parameter in der Approximation zu bestimmen. Auf diese Weise 
ist es m5glich, weitere Forderungeu an den Verlauf der ~r zu erfiillen, die bisher 
noch unvollst~ndig befriedigt wurden. Die aufgezeigten Zusammenh~nge weisen auf eine 
MSglichkeit hin, den Aufbau der Approximationen beziiglieh der Zentreuanzahl naeh einem 
allgemeinen Schema durehfiihren zu kSnnen. 

I t  is pointed out, that there is a connection between the p- and pq-approximation of parb I 
and the approximation for polyatomie systems discussed in part II  and IIL So the p- and pg- 
approximation can be revised and certain parameter be estimated. In this way more conditions 
can be satisfied which the molecular energy has to fullfill and which have not been taken into 
account so far. The connection discussed are pointing out a general scheme for building up 
approximations of polyatomic systems. 

On montrera qu'fl existe un lien entre l'approximation p e t  pq de la premiere partie de ce 
travail et l'approximation pour les hypersurfaces d'6nergie des syst~mes polyatomiques 
utilis6e dans le parties I I  et IIL Ceci permet une am61ioration de la repr6sentation p e t  pg, 
ainsi qu'une estimation de eertains param~tres dans eette approximation. De eette manibre il 
est possible de remplir des conditions suppl6mentaires sur l'6volution de l'~nergie mol4culaire, 
qui n'~taient pas jusqu'alors satisfaisantes. Ces rapports indiquent la possibilitd de construire 
le~ approximations selon le hombre de centres d'apr~s un sch@ma g6n6ral. 

1. Allgemeine Zusammenhiinge 

Wir  hat~en im Tell I [1] dieser Arbei t  mi t  t t i lfe tier Atomassozia t ionen N~he- 
rungen  ffir die Energiehyperfl i ichen mehra tomiger  Systeme gefun4en,  deren all- 
gemeine Fo rm nach  [I, (15)] sich zu 

AN 

ergeben ha t ten .  Dabei  war gefordert worden [I, (20)] 

A~v 



Energiehyperfl~chen mehratomiger Systeme. IV 429 

Die BK sind Funktionen der Kernlagen ~ im Raum. Im zweiten Tefl der Arbei~ 
[2] hatten wir Ans~tze ffir die gleichen Energiefunl~tionen yon der Form 

(M) 

- -  Ix" "IF ; ira fo]genden (ah" t~ = at, entsprechend ffir cr (2) 
( M )  t 

t," .tF 

diskutiert. Die Erl/~u~erungen der einzelnen Berechnungsweisen waren schon 
frfiher gegeben und sollen hier nicht wiederholt werden. E s~ellte ira Gegensatz 
zu E die ex~kte Gesamtelektronenenergie des Systems d~r, so dab sich die Ge- 
samtenergie # zu 

#_= E +  W = ~ +  ~_%._%, ~ (3) 

ergibt. 
Wir wollea nun auf Zusammerthi~nge zwischerl den beiden Darstellungen (i), 

(la) und (2) eingehen: 
Aus der Forderung 

lira E = #(K) (4) 
[K] 

ergibt sich, wie frfiher schon gezeig~, aus (l) and (ia) 

li122 B L = (~KL " ( 5 )  

Wenden wir (4) auf (2) an, so erhaltert wir 

ar~j _ @(K), (6) 
a~K] 

wenn a[K] (entsprechend a~K]) dasjenige af,.. fF ist, bei dem alle/i  Null sind, die zu 
denjenigen R i geh6ren, die beim ~bergang zu #(K) Null werden, und al]e fibrigen 
/ /die Maximalwerte M 1 besitzen. Als Beispiel betrachten wir etwa ein dreiatomiges 
System [3] (Abb. i), 

so folgt aus a 

lim E, = # ( a  I be) ,  (7) z ~ p _  
[K] 

also [K] = [a I bc], nach (2) und (6) ~ ~5 ~ Zz 

aM,OM8 # ( a  I bc) . (7a) *bb. * 
OCtMIOM3 

Gehen wir mit (6) in (2) hinein, so k51men wir (2) wie folg~ schreiben 

A N  

~ =  2 ~(K) B~ + c ,  (s) 

wobei 
r a [ K ]  R M ~ "  " " 

t 

-BK~ M 

I 

(sa) 

30* 
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und 
[M] 

~ ' ~ j  R~.  �9 �9 R 7  
c =  ~ (Sb) [M] 

I 

Die Abkfirzung RM, . . .  in (8a) bedeutet,  dab nur diejenigen Rj auftreten, die in 
[K] zu denjenigen Kernabst~nden gehSren, dio nicht zu Null geworden sind. Es 
t re ten also nieht die Rj in Teilvereinigungen auf. Der Strich an der Summe in 
(8b) weist auf  den AussehluB aller a[K] hin. 

Wie man in (8a) and  (8b) leicht erkennt, gilt aueh hier 

lira B~ -~- ~ L ,  (9) 
[gl 

indem 
lira C = 0 .  (10) 
[g] 

Es gilt aber, im Gegensatz zu (t0) 
A ~  

Bi~r i .  (11) 
K = I  

Wit haben auf diese Weise mit  (8) eine Verallgemeinerung yon (l) gefunden, die 
sich aus (2) ergab. Ebenfalls ist 

Air  

B~ + c r i ,  (I2) 
~ 1  

da im Z~hler yon BK un4 C aS und a~ auftreten. 

2. Der Zusammenhang zur p-Sliiherung 

Man kann nun (l) und (8) in l~bereinstimmung bringen, wenn man fiber die 
~u! und cr wie folgt verffigt : 

/ ' , 0 wenn o~t :/= a[Kl (13a) 
! 

~ / =  l werm ~/ = cr l 

cr = 0 wenn ~t r ~[K] �9 (i3b) 
In  diesem Falle ist 

(14) 
und es gilt 

C = 0 ,  

AN 

E B'~ = i .  (i5) 
K = I  

Die Beziehung (9) bleibt erhalten. 
Mit den Beziehungen (i3a), (i3b) haben wir nicht nur (l) ur~d (8) in ]~berein- 

s t immung gebracht, sondern sogleieh eine spezielle Darstellung yon (l) erhalten, 
die wir hier die primitive p-Niiherung nennen wollen. Unter  elmer p-N~herung ver- 
standen wir nach Teil I die Form 

[K] 

BK ~t' (i6) AN [K] 
Z H P~t,(R~t,) 

K =I ,~D 
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ffir BK, wobei die pxs den folgenden Forderungen genfigen 

p~(0) = 0 (17a) 

p~g(R) -~ 0% wenn R -~ co,  (t7b) 

mfissen, sonst aber prinzipiell frei sind. Wegen (i3a), (13b) gilt, jetzt 

B;~ = B x ,  (18) 
W e l l n  

p~(R~,)  ~ p1(R1) = RM~ . (19) 

Dabei ist bemerkenswert, daI3 dieser Zusammenhang nur ffir die Zentrenzahlen 
N - 2, 3 und 4 gilt, da soweit (F = Anzahl der freien Kernabst~nde) 

(~) = 3 N -  6 = F (20) 

gilt. Ffir N > 4 gibt es mehr p~g als pj(] = I . . . F ) ,  wenn Pl eine Funktion yon R 1 
ist, yon denen sieh nut  2' im System definieren lassen. Wir beschri~nken uns vor- 
erst auf  die F~lle N ~ 4 und werden sparer noeh einmal auf  N > 4 zurfiek- 
kommen. 

Man kann aber die ~bereinst immung zwischen (i) und (8) aueh noeh beibe- 
halten, wenn die pi(Rj) in Erweiterung yon (I9) die Form haben 

Mj 
pj(Rj) = ~ ~(~J) R~. (21) 

k = l  

In  diesem Falle ni~mlich kann (14) so interpretier~ werden, dai~ alle cr und cr in C 
in die BK hiniibergenommen worden sind. Wir mfissen also setzen 

und 

sowie 

, ~(~) 

(22a) 

(22b) 

a'000...o = 1 ,  (220) 

was in der Darstellung (2) in der Regel sehon gesetzt wurde. Unter  [h:] verstehen 
wir eine sogenannte unvo]lstiindige Atomassoziation, indem in Riehtung auf den 
(~bergang lira naeh [K] nur die entsprechendan Kernabstiinde schon Null geworden 

[K] 
sind, w~hrend die fibrigen, die beim vollsti~ndigen Ubergang unendiich warden, 
endlich bleiben. 

I m  Falle [K] = [a I be] z. B. w~re in [/~] nur Rbc gegen Null gegangen, wi~hrend 
Ra~, und Rac noeh endlieh sind. In  diesem Falle gilt (vgl. Abb. i)  naeh (22b) 

, _  , ~(i) fl(3) (23) 0r = ~/10/~ ~ /~/1 /3 " 

Mit (22) bleibt somit (16) erhalten, wobei die p-Funktionen die Polynome naeh 
(21) darstellen. 

Wir wollen die bisherigen ~berlegungen an einigen Beispielen erliiutern, indem 
wir im Falle N = 3 (Abb. 1) M1 = M2 = M3 = I setzen. Hier h~ben wir naeh (2) 

E = aooo + %00/~ + %010 R2 "~ 0r R3 § 0r R1 R2 § %11 R2 ~3 § %01 R1 R3 -[" %11 R1 R2 R3 
t ! 

t + ~oo /~1 + %10 R2 § R~ + ano R 1 R~ + %22 Re R + %01 R1 R8 + %22 R1 R2 Ra 
(24) 
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Nach der primitiven p-Approximat ion (13) geht (24) fiber in 

E =  
~(abr + #(b I a~) d,o R~ ~ + #(~ I~b) ~,~R~ R~ + #(~ I bo) ~;o~ R, n~ + ~(~ I ~ 1 ~)~'~,, R1 ~ ~ 

' R 2 R  a + Cr t R ~ . R  a + a  m R  z R = R  a 
(25) 

wobei wir noch nich~ naeh (13a) or = I gese~z~ haben, wenn [ ~ [K]. Hier wgre 
noch, als unwesentliche Erweiterung yon (19) 

p~(Rt) = fl(iM) ~ R ~ '  (26) 
zu setzen, uad  es gilt dan~ 

t R(I ,  R(2, .  t ~(12) f l ? ) ;  ! - -  R(1) R(3)" ' = ~ i  1) ~ ? )  ~(1 ~) ( 2 7 )  
0/110 = Y l  ~ 1  ~ 0r = 0r - -  Y l  ~'1 ~ 0r " 

Sind alle fl = 1, so sind, wie in (13a) verlangt, Mle a[Kl = 1. I m  Rahmen der Mlge- 
meinen T-Ngherung brauchen nichg so viele @ Null gesegzg werden. Hier haben 
Mr  je~z~, wobei ~ r  M1 = M~ = I un4 M s = 2 se~zen 

p~(R~) = ~i u ~ ;  p~(R~) = ~7' R~; p~(R~) = ~?) ~ + ~i ~) R(~ ~) (2S) 

und daraus folg~ welter ffir die ~i und ~; : 

T~belle 1. Zusammenhang zwischen p-N~herung und aod-An. 

r k ~ m or cxz~tm 

0 0 0 ~(abc) 1 
t 0 0 0 0 
0 t 0 0 0 
0 0 1 0 0 

1 0 1 ~(a L be)/~(1)~(~) Rma(~) I 1 P'I ~'I 

t t 0 #(b [ ae) a(~)Re-) fl(,)~(~) r l  K1 1 1 

t 0 2 ~(a ] be) fl(~)fi (3) Rma(a 
0 0 2 0 0 

r R(1)R(2)R(8) R(1)R(2),~(S) i 
,~(1)R(Z),q(a) 

Wir kSnnen jetzt 
System yon ffinf 

noch einmal den Fall N > 4 aufwerfen. Betrachten wir etwa ein 
Agomen [2] (Abb. 2) 

8 ~Z 

C 

Abb. 2 

so mug z. B. der Abs~and Raa (gestrichelt) durch die anderen gegebea sein, die 
wie wieder mi~ R 1. . .  Rg bezeichnen wollen. Es mug  also gelten 

co 

Raa = ~ 7a. .  g~ R~I . . .  R ~ ,  (29) 
gj 
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mit bekanngen ?g~, wenn Mr Rae nach Taylor entwickeln. Wird (29) in die p- 
Darstellung hineingeschrieben, so sehen Mr, dab (2) auch diese Form einschlieBt, 
wobei allerdings einige Mj gegen unendiich gehen m/issen. Anderenfalls kann (2) 
die Entwicklung (29) nur n/iherungsweise berficksichtigen. Wir k6nnen also fest- 
s~ellen, dub auch f/ir AT > 4 die beiden Darstellungen (t) und (2) [bzw. (t) mit (8)] 
prinzipiell in lJbereinstimmung gebracht werden kSnnen. Es ist noch zu bedenken, 
dag sich Rag mit Hilfe des Cosinus- und Sinussatzes aus den iibrigen Rae berech- 
hen lal3t und dub sich daher auf diese Weise Ausdriicke ergeben, die keine ge- 
schlossene Form nach (29) liefern. 1)as GMche gilt dann auch f/Jr N > 5. 

3. Die p-Funktion 

Ein m6glicher N/iherungsstandpunkt in der p-N/iherung besteht darin, die 
p-Funktion fiir N > 2 aus den zweiatomigen Systemen (2g = 2) zu entnehmen. 
Aus 

E = #(ab) + #(a]b)R  d~(ab) - #(a [ b) 
= # ( a  I b) + (30) l + p  l + p  

ergibt sich 

#(ab) - E (303) 

Wit sind auf diesen Sachverhalt schon einmal im Tell I zu sprechen gekommen. 
t i ler  wollen wir nun das Aussehen yon p besprechen, wenn E nach (2) vorliegL F/it 
N = 2 is~ 

M 

E - 2=o (31) 
M 

2=o 

so dab sich aus (303) nach Erweiterung ergibt 
M 
Z [@(ab) a~ - a~]R ~ 

p ( R )  = ~=I M--1 = 5/~" RJ .  (32) 
Z [~  - e(al b) ~]R ~ j=o 

k = 0  

Setzen wit 

~ - e ( a  ]b) ~ ;  = ~-; , 

so ist der Zusammenhang yon den/~j und den Nk und a-~ nach (33b) 

ra-(N-1) {0  m ~ M  
i~f== ~m-I  flJ = m m > M (34) 

gegeben. Es sin4 lineare GMchungen in den Pl. Die ersten vier haben, werm 
M = 2, die folgende Form 

% = ~o~ + ~;flo (35) 
- - t  

0 = ~o/~3 + ~ f l ~ .  
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Wegen der Forderung (4) ist immer ~0 -= 0 urtd daher auch fi0 - 0. Gehen Mr 
yon der exakten Entwieklung yon E ffir kleine/~ aus [4], so haben 

E = g(ab)  + E e R  2 + E a R  a + . . . .  (36) 

Bestimmen wir einige a~ und c~ in (3t) in der Weise, dab (36) erf~llt ist, so bedeu- 
tet  dies ffir die/~j, dab 

#1 = 0 

E2 f12 = ~- (37) 

E8 
#~ = ~ -  ~ s ~ .  

gelten mug, wobei 

A = #(a  ] b) - #(ab)  > O.  (38) 

Der Zusammenhang (34) erlaubt nun aueh im Falle der Darstellung (2) nach (30) 
zu verfahren, in dem die fij aus (34) auch im Falle N > 2 nach (22) Verwendung 
finden. Der am Anfang dieses Abschnitts erwi~hnte N~herungsstandpunkt in der 
p-Ni~herung l~gt sich auch im l~ahmen yon (2) durchffihren, wobei einige ~ uad a '  
an den zweiatomigen Systemen justiert werdem Die Darstellung (2) erlaubt aber 
jetzt eine neue M6glichkeit. Sind ffir ein System mit N > 2 nach den Formeln in 
den Teilen I I  und I I I  die a- und c~'-Parameter bestimmt worden, so kann diese 
Bestimmung derart vorgenommen werden, dab (2) eine p-Form annimmt.. Man 
erhs also fi-Werte, die ffir gewisse Rx,-Bereiche besonders gute N/iherungen 
liefern. Sie werden in der I~egel, und die Beispiele im Teil I zeigten das sehon, nut  
niiherungsweise mit den fi~. aus (34) fibereinstimmen. Man kann aber jetzt  mit 
diesen ill, die aus einem System mit 37 > 2 erhalten wurden und zu je zwei Atomen 
im Molekfil zugeordnet werden k6nnen, die p-Darstellung auch bei anderen 
Systemen mit 37 > 2 beibehMten nnd wieder mit diesen fij reehnen. Auf diese 
Weise sind yon vornherein sehon wieder einige c~ und c~' festgelegt. Andererseits 
wird man mit diesen/~j nieht mehr die exakte Energie des Systems erhalten, wenn 
zu getrennten zweiatomigen Systemen im Grenzfall fibergegangen wird. Man darf 
aber hoffen, auf diese Weise zu einer besseren N/iherung zu gelangen, da man die 
StSrung der Bindungen untereinancler erfagt. Weitere c~ u M  c~' k6nnen dann 
gegebenenfalls noeh herangezogen werden, um die eben erw~hnten Grenzfiber- 
g/inge zu korrigieren. 

Wit  denken bei diesem Vorgehen etwa an die C-H- und C-C-Bindungen in den 
l~ohlenwasserstoffen oder fiberhaupt an Bindungen, die in einer Reihe yon Mole- 
kiilen fast immer in der gleichen Struktur vorkommen. In  den Fortsetzungen 
dieser Arbeit soil auf diesen Punkt  n/iher eingegangen werden. 

4. Die pq-Approximation 

Wir wollen jetzt  die Verhi~ltnisse bei der pq-Ni~herung (die wit im Teil I be- 
sprachen), diskutieren, wenn die Darstellung (2) zugrumde gelegt wird. Hier 
t ra ten die q-Funktionen auf, die jeweils yon einem Abstan4 R r zwischen einem 
Atom und einem Ladungssehwerpunkt oder zwischen Ladungsschwerpunkten ab- 
hingen. 
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Auch hier kSnnen wir, entsprechend (29), die q-Funkgionen als Reihenengwick- 
lungen naeh den R j ( ]  = t . . . F )  auffassen 

q(R') ~ ~ @ R~ (39) "-~ ~]h...hv �9 �9 �9 , [g] hj 

und  den gleichen SchluB daraus  ziehen, dag  in (2) nur  dann  mi t  dem der pq-  

N/iherung Ubere ins t immung  erzielt werden kann,  wenn die M I nach unendlich 
gehen;  anderenfalls  ist (39) nur  n~herungsweise zu berticksichtigen. 

Be t rach ten  wir wieder den Fal l  N = 3 (Abb. t) ,  so ergibt  sich E i m  R a h m e n  
der pq-N/iherung, wenn wir nur  beziiglich # (a  I by) die q-Funkt ion einffihren nach 
I [  (54)], zu 

E =  
#(abc)[ l + qa~, + PlP~] + #(albc)p~Ps~,~ + [ #(blac)plP~ + #(c[ab)p~Pa + #(alblC)PlP~P~]( t + r 

(1 + PiP2 + P2Pa + PlPa + TlP2P3) (I + q~,~) 
(40) 

Setzen wit  weiter  

)01 : /~11)/~1; P2  : /~(2)/~2; P3  : fli3)A~3 ( 4 1 )  

sowie in grober  N/~herung 

,~[abc] R 1 R  a 5 R 1 R a  , (42) qa, bc "~ v lO1  = 

um an diesem Beispiel das Prinzip zu demons~rieren, so erhal ten wit  ffir die ~ und 
~ '  in (2), wenn wit  noch setzen 

M 1 = M 3 = 2; .13/2 = t ,  (43) 

Tabelle 2. Zusammenhang  zwischen p.Ni iherung und  
acd-Ansatz  ]i~r # 

! 

/c l m a~tm ct~z m 

0 0 0 #(abc) 
t 0 0 0 
0 I 0 0 
0 0 1 0 
2 0 0 0 
0 0 2 0 

o ~ 1 ~(~l~b)~;~ 
1 0 :i #(abc) ~X'lo 1 
1 ~ o r  ' ~110 
2 o 2 ~(~Jb4~o~ 
0 1 2 0 
2 1 0 0 
2 0 t 0 

t 0 2 0 

2 1 2 ~(a  ]b l c) o4x 2 

t 1 2 #(c  ] ab) a~i i 

1 
0 
0 
0 
0 
0 

flO) fle) ds) 1 1 6"i 

~7)r ) 
~'1 r ' l  

1 1 
fla)da) 
0 
0 
0 
0 
flO)R(e)~(a) d 
fl O)R(2) d 
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die folgenden Beziehungen der Tab. 2. Wir sehen, dal~ hier noch viele cr und cd 
Null gesetzt werden mfissen. Dieser Sachverhalt ~ndert sieh allerdings, wenn (41) 
erweitert und aueh q besser berfieksichtigt wird. 

Im Tefl I bat ten wir im ersten Sehritt die q-Funktion in ganz grober Weise 
beriieksiehtigt, indem wir setzten 

= {o R R--0. > o 

Dies lieferte im linearen H~ sehon eine Verbesserung gegenfiber der reinen p- 
Darstellung. Im n~chsten Schritt justierten wir q dadurch, dal~ im Dreizentren- 
system beim ~bergang R~ ,  -~ 0 (~tt = a,b,c) 4er riehtige E-Verlauf des so erhal- 
tenen Zweizentrensystems resultierte. Diese Ni~herung ffir q war nur ffir bestimmte 
Raumbereiche der Energiehyperfl~che brauchbar und erffillte nicht die Forderung 
i des Tell I. 

Auf Grund der Darstellung (2) kSnnen wit jetzt den Einbau der q-Funktion 
auch so vornehmen, indem wir in (39) einige der noch freien ~h~ durch Erffillung 
der Forderung l festlegen und die fibrigen, naeh Fixierung der Form (39) mit 
endlichen Gliedern 

U h  1 . .  . h ~  �9 �9 �9 
h~ 

wie die /~j der p-Funktionen bestimmen, we ebenfalls die Form (32) festgeleg~ 
werden kann 

= 

Da wit jetzt  bei endlichen Kernabst~nden die ~ und fi berechnen, sind die Forde- 
rungen 2 an q un4 die entsprechende an p, die darauf  hinauslaufen, dab bei be- 
stimmten Grenzfiberg~ngen die Energie richtig erhalten wird, nieht mehr not- 
wendig. Diese Forderungen khnnten gegebenenfalls dureh Einffihrung eines 
C r 0 naeh (8) un4 setzen yon Bg = B~;, wie bisher, noeh nachtr~glich erfiillt 
werden. In  der T- und pq-Ni~herung gilt bekanntlich (i5). C ist also eine Korrektur- 
grSl~e, die wegen (i0), was beibehalten werden muir, in den Grenzf~llen der Atom- 
assoziationen verschwindet, also nicht im Falle unvo]Ist~ndiger Assoziationen, 
we sie gerade die restlichen Forderungen befriedigen kann. 

So haben uns die Zusammenhs zwischen den Darstellungen (t) un4 (2) zu 
neuen Aspekten in 4er Approximation yon Energiehyperfl~chen gefiihrt. Die 
Untersuchungen sollen ill weiteren Fortsetzungen dieser Arbeit ngher ausgeffihrt 
werden. 
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